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Resumen

En este articulo se presenta una manera alternativa de expresar las
fases de aprendizaje y recuperacién de patrones para la Lernmatrix, mo-
delo de memoria asociativa creado y descrito por Karl Steinbuch en 1961,
en uno de los trabajos que se han convertido en pioneros en esta érea,
y que constituye un antecedente crucial en el desarrollo de los modelos
actuales de memorias asociativas. Ademas se presentan los resultados de
un estudio sistematico que se realizé, por primera vez en la historia de
la Lernmatrix, con el propésito de evidenciar las condiciones necesarias y
suficientes para recuperacién perfecta de patrones.

Los resultados obtenidos permiten colocar a la Lernmatrix, después .
cuatro décadas de haber surgido, como una buena alternativa para clasi-
ficacién y reconocimiento de patrones.

1. Introduccion.

Las memorias asociativas han merecido la atencién de numerosos investiga-
dores internacionales desde hace més de cuatro décadas. Uno de los pioneros
fue el cientifico alemén Karl Steinbuch quien, a principios de la década de los
sesenta, ided, desarroll6 y aplicé la Lernmatrix (Steinbuch, 1961; Steinbuch &
Frank, 1961).

La Lernmatrix constituye un antecedente crucial en el desarrollo de los mo-
delos actuales de memorias asociativas, y constituye uno de los primeros inten-
tos exitosos de codificar informacién en arreglos cuadriculados conocidos como
crossbar (Simpson, 1990).

Una memoria asociativa tiene como propésito fundamental: recuperar correc-
tamente patrones completos a partir de patrones de entrada, los cuales pueden
estar alterados con ruido aditivo, sustractivo o combinado.

El problema inherente al funcionamiento de las memorias asociativas se es~
cinde en dos fases claramente distinguibles:

1. Fase de aprendizaje (generacién de la memoria asociativa)

2. Fase de recuperacién (operacién de la memoria asociativa)

437



438 F. A. Sinchez Garfias et al.

En ambas fases, una memoria asociativa M puede formularse como un sis-
tema de entrada y salida, idea que se esquematiza a continuacién:

x —[M] —vy

El patrén de entrada esté representado por un vector columna denotado por
x y el patrén de salida, por el vector columna denotado por y. Cada uno de
los patrones de entrada forma una asociacién con el correspondiente patrén de
salida. La notacién para una asociacién es similar a la de una pareja ordenada;
por ejemplo, los patrones x y y del esquema forman la asociacién (x,y).

Dado un nmimero entero positivo k especifico, la asociacién correspondiente
serd (x*,y*).

La memoria asociativa M se representa mediante una matriz cuya compo-
nente ij-ésima es m;; (Palm, Schwenker, Sommer & Strey, 1997); la matriz M
se genera.a partir de un conjunto finito de asociaciones conocidas de antema-
no: éste es el conjunto fundamental de asociaciones, o simplemente conjunto
fundamental. Se denota por p la cardinalidad del conjunto fundamental (p es
un numero entero positivo). :

Si p es un indice, el conjunto fundamental se representa de la siguiente

manera. .
{*,y") | p=1,2,...,p}

Definicién 1.1 A los patrones que conforman las asociaciones del conjunto
fundamental, se les llama patrones fundamentales.

La naturaleza del conjunto fundamental proporciona un importante criterio
para clasificar las memorias asociativas (Kohonen,1972).

Definicién 1.2 Si se cumple que x* = y* Vu € {1,2,...,p}, se dice que la me-
moria es autoasociativa; de otro modo, la memoria es heteroasociativa. Para
una memoria heteroasociativa se puede afirmar lo siguiente: 3u € {1,2,...,p}
para el que se cumple que x* # y*.

Definicién 1.3 Si al presentarle a la memoria M un patrdn alterado X* como

entrada (w € {1,2,...,p}), M responde con el correspondiente patrén fundamen-
tal de salida y“, se dice que la recuperacidn es per fecta. :

Definicién 1.4 Una memoria perfecta es aquella que realiza recuperaciones
perfectas para todos los patrones fundamentales.

A y B son dos conjuntos que cumplen con lo siguiente: las componentes de
los vectores columna que representan a los patrones, tanto de entrada como
de salida, son elementos del conjunto A, y las entradas de la matriz M son
elementos del conjunto B.

No hay requisitos previos ni limitaciones respecto de la eleccién de estos dos
conjuntos, por lo que no necesariamente deben ser diferentes o poseer carac-
terfsticas especiales. Sean m,n nimeros enteros positivos. Se denota por n la
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dimensién de los patrones de entrada, y por m la dimensién de los patrones de
salida; claramente, nada impide que los valores de m y de n sean iguales. Atin
més, uno de los requisitos que debe cumplir una memoria autoasociativa es que
Ja dimensién de los patrones de entrada sea igual a la dimensi6n de los patrones
de salida; por otro lado, si en una memoria sucede que m # n, es evidente que
]a memoria debe ser heteroasociativa. :

Cada vector columna que representa a un patrén de entrada tiene n com-
ponentes cuyos valores pertenecen al conjunto A, y cada vector columna que

representa a un patrén de salida posee m componentes cuyos valores pertenecen
al conjunto A. Es decir:

xteA"yy* € AmVpe{1,2,..,p}

La j-ésima componente de un vector columna se indica con la misma letra
del vector, pero sin negrilla, colocando a j como subindice (j € {1,2,..,n}
o j € {1,2,...,m} segin corresponda). La j-ésima componente de un vector
columna x* se representa por
m

Zj

Los vectores columna que representan a los patrones fundamentales de en-
trada y de salida son, respectivamente:

I Ya
x¥ = . €A™ Yyt = . €A™
z} Yin

No obstante que Steinbuch presenté la Lernmatrix hace més de cuatro déca-
das, ningin investigador, incluyendo al propio Steinbuch, se ha dado a la tarea
de estudiar con rigor cientifico las condiciones necesarias y suficientes para re-
cuperacién perfecta del conjunto fundamental y de patrones que no pertenezcan
a éste. En este trabajo se presenta, por primera vez, un estudio sistemético
de esta naturaleza. -

2. El trabajo de Steinbuch.

La Lernmatrix es una memoria heteroasociativa que puede funcionar como
un clasificador de patrones binarios si se escogen adecuadamente los patrones
de salida; es un sistema de entrada y salida que al operar acepta como entrada
Un patrén binario x# € A™, A = {0, 1} y produce como salida la clase y* € A™
que le corresponde (de entre m clases diferentes), codificada ésta con un método
SImple, a saber: para representar la clase k € {1,2,...,m}, se asignan a las
Componentes del vector de salida y* los siguientes valores: yf = 1,y y;‘ =0
Paraj=1,2.. k—1,k+1,..m
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En la tabla se esquematiza la fase de aprendizaje para la Lernmatr,
Steinbuch, con la pareja de patrones fundamentales (x*,y*) € A» x Am

B K .o " .o
d W zj Th
yi‘ myy | M2 | == [ Ty | == | Mya
yg ml m22 ] mj PP m2n
y jmy [ mig [ [ mi | oee | My,
Y | Mm1 | Mm2 [ - [ Mmj | - | Mg

Cada uno de los componentes m;; de M, la Lernmatrix de Steinbuch, tiepe
valor cero al inicio, y se actualiza de acuerdo con la regla m;; + Am; ;» donde:

+esiyl =1=z4
Amy; = —esiy{‘:lyxf:O
0 en otro caso

siendo € una constante positiva escogida previamente.

La fase de recuperacién consiste en encontrar la clase a la que pertenece
un vector de entrada x“ € A™ dado. Encontrar la clase significa obtener
coordenadas del vector y¥ € A™ que le corresponde al patrén x“; en virtud
del método de construccién de los vectores y* la clase deberia obtenerse
ambigiiedad. :

La i-ésima coordenada 3 del vector de clase y*¥ € A™ se obtiene como
indica la siguiente expresién, donde \/ es el operador mdzimo:

. n ™m n
go = [ 18 Tiamiay = Vi, [T, mag2 |
0 en otro caso '

3. Caracterizacidon alterna de las fases de apren-
dizaje y recuperacién

En esta seccién definiremos una funcién que nos permita desarrollar
forma alterna de caracterizar las fases de aprendizaje y recuperacién.

Definicién 3.1 Sean A = {0, 1} Y C = {—]_' 1}. Llamaremos funcidn de Stﬂ.ﬂ'
buch a una funcién f : A — C que cumpla con la siguiente propiedad:

I =-1
J(1)=1

Claramente, existe un nimero infinito de funciones de Steinbuch, algungs
las cuales se ejemplifican a continuacién:
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_J -1,sz=0
gjemplo 3.1 f(z) = { 1, siz=1

Ejemplo 3.2 f(:!:) =2x-1
Ejemplo 3.3 f(z) =—(-1)

Una vez definida una funcién de Steinbuch f, podemos reescribir la expresién
2dela siguiente forma:

Ami; = ey} f(zf) (5)

La tabla muestra que la expresién 5 es equivalente a la 2
vi |z | f(=h) Am,;
111 1 +€
110 -1 —€
01 1 0
010 -1 0

Para lograr caracterizar la regla de aprendizaje de la Lernmatrix 5 en forma
matricial, se requiere la siguiente definicién.

Definicién 3.2 Sean A = {0,1} yC = {-1,1} ysea f : A = C una funcién
de Steinbuch. Llamaremos funcién vectorial de Steinbuch con respecto a f a una
funcién F : A™ — C™, tal que:

f(z1)
f(zx)
Ahora, sea AM es una matriz cuya componente ij-ésima es Am,-,-, y F una
funcién vectorial de Steinbuch con respecto a f.

(. Amu 7 Amm Aml_,- o8 Amm \

Ampy Amgr ... Amg; .. Amgy,

AM = Am; Amg Amy; .. Amy,
\ Ammi Ampmz .. AMpi . Ampa )

" Al usar la expresién 5 en la matriz anterior, se tiene:

((hi(=) etfzh) . eif(=]) - ey; f(z5)

ey f(af) evif(zh) . ewsfle) - evaf(h)
M= Srray atra) . wtfE) - s
\ e f(a) euhf(ah) . ehh) . evhf(h) )
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Factorizando €:

(vif(@) wi/(=:) - uif(m) . ylf(n)
T(z)  ghf(ah) . E(EH) .. ybf(ah)
AM=e| Jurzh) of(zh) -« 91 - yPf(ak)
\ vaset) S - S@) . hfa)
Es decir:
()
Ya
aM=e| o | (S60) @) S@) e S@))

\ % /
de donde se concluye que:
AM = ey* - (F(x*))”

Finalmente, y tomando en cuenta que para formar la Lernmatrix se suma
todas las AM para cada valor de u, podemos, formular las fases de aprendiza;
y de recuperacién con base en la nueva caracterizacion que proponemos.

Fase de Aprendizaje de la LernMatriz _

Sea {(x*,y*) | 1€ {1,2,..,m}} un conjunto fundamental y F una funcié
vectorial de Steinbuch con respecto a f. La Lernmatrix M para el conjunt
fundamental se construye de acuerdo con la siguiente regla:

M=edoy - (Be)T

Fase de recuperacién de la LernMatriz .
Sea M una Lernmatrix y x* un patrén de dimensién n. El patrén ¥*
perado a partir de X y M se determina de la siguiente forma:

z¥Y=M- x"

o

m
1sizy=\/ 2
i = h=1

0 en otro caso
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Donde ¥“ no es flec&ariamente igual a y*. En particular, si y¥ = y¥,
entonces la recuperacion es perfecta, de acuerdo con la definicién 1.3.

4. Condiciones para recuperacidn perfecta

Con las expresiones 7 y 8, hemos caracterizado, en forma matricial, las re-
glas de aprendizaje y de recuperacién de la Lernmatrix. Echando mano de esta
caracterizacién y algunas definiciones adicionales, iniciaremos la investigacién
de las condiciones necesarias y suficientes para que la Lernmatrix recupere todo
su conjunto fundamental de manera perfecta, de acuerdo con la definicién 1.3.

Definicién 4.1 Sea A = {0,1} y sean x*,x? € A™ dos patrones. Se dice que
x® es igual que xP (simbolizado x* = x ) si y s6lo i Vi € {1,2,..,n} se cumple
que x'ﬂ — Z?-

Definicién 4.2 Sea A = {0,1} y sean x*,x# € A™ dos patrones. Se dice que
x® es menor o igual que x? (simbolizado x* < xP) si y sdlo si Vi € {1,2,..,n}
se cumple que m’f = 1 siempre que ¢ = 1.

1 1

Ejemplo 4.1 Sean x* = (1) yxP = i , entonces x* < xP, ya que
0 0

Vie {1,2,3,4,5,6} se cumple que:l:f =1 cada vez que zZ =1
1 0

Ejemplo 4.2 Sean x% = (1) yxP = i , entonces es falso que x* <
0 0

xP, porque z¢ = 1 y 2 = 0.

Después de haber descrito las herramientas necesarias, se presentan un lema,
un teorema y un corolario, los cuales forman la parte central del presente trabajo.

Lema 4.1 Sea M una Lernmatriz, entonces no es posible recuperar de manera
perfecta el patrén x = 0, donde O es el vector con ceros en todas sus entradas,
es decir, que z; = 0 Vi € {1,2,..,n}.

Demostracién. Sea M una Lernmatrix y sea X un patrén de dimension n
tal que z; = O Vi € {1,2,..,n).
Para la fase de recuperacién, se necesita primero calcular el vector z = M - x.
Puesto que z; = 0 Vi € {1,2,..,n}, entonces z; =0 Vi € {1,2,..,m}. Luego,
m

entonces, V [Zh] = 0, de aqui que y; = 1 Vi e {1,2, .ey m} .Dado que todos los
h=1
¥" del conjunto fundamental se crearon de forma queyp =1y yh=0Va#y,
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el vector recuperado ¥ no coincide con ningin y*, por tanto, x no Puede
recuperado de manera perfecta y el lema queda demostrado. =

La importancia del lema anterior radica en que, sin importar las caracteris;
cas del conjunto fundamental, el patrén O nunca podré ser parte de ung Ler v
matrix, tanto como parte de su conjunto fundamental, como en el caso de *
sea un patrén alterado de otro fundamental.

El siguiente teorema, y el corolario que se desprende a partir de é,
muestran las condiciones necesarias y suficientes que deben cumplir los Vectores
del conjunto fundamental para que la recuperacién sea perfecta, de acuerdo
la definicién 1.3.

Teorema 4.2 Sea M una Lernmatriz y sea {(x*,y*) | u € {1,2,..,m}} el con.
junto fundamental de M. Es posible recuperar de manera perfecta el conjunt,
fundamental de M si y sélo siV a,f € {1,2,..,m} y @ # B, la proposicidn

< xP es falsa. '

Demostracién. Caso 1: 3 @ € {1,2,..,m} tal que x* = 0.

Claramente, se cumple que x* < xP VB € {1,2,..,m} y por ello la propo-
sicién x* < xP es verdadera al menos para un caso. Por otro lado, por lema
4.1 se afirma que el patrén X no se recupera de manera perfecta; es decir,
es posible recuperar el conjunto fundamental de manera perfecta. Con ello
. teorema queda demostrado. '

Caso2: x* # 0 Vu € {1,2,..,m}.

Supongamos que ¥ a,f8 € {1,2,..,,m} y a # B la proposicién x* < xf
falsa. De acuerdo con la expresién 7 para la fase de aprendizaje y considerando
un valor a € {1,2,..,m} cualquiera, la matriz M se construye como sigue:

M = ed y* (Fx*)"
- 1 0 b
o |- Fe)T+o+| 1 | @)+
v |\ : 0

| 0 |- ®x™)T

(1@ 1@ . J&) . JE)
\ Tar) fep) o f@) . fED)
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Ahora, si queremos recuperar el patrén y° que corr&%ponde a la salida del
patrén X, tenen?os que calcular el vector z= aplicando la expresién 8 que co-
rresponde a la primera parte de la fase de recuperacién:

za=M.xa

Aplicando la expresién 9 en la expresién anterior, se tiene:
D I@ e 1@ . e
| S&D) @) . f@) . fee)
1) J@F) . f@) . e

Is decir:

z2=c| ) f(z3)z2 ' (10)

=1

/«z;-
P 1'%

J(=p)as
| &/

Esto significa que para algiin valor k € {1,2,..,m}, la componente k-ésima
de z* se expresa asi:

. n .
i =e) [(zf)z5 (11)
Lo i=1 |
Especificamente las componentes a-ésima y (-ésima, con 8 € {1,2,..,m} un
valor cualquiera tal que a # f3, se expresan de la siguiente manera:

n n
2=y [(a)eg v =€y JEH (12
j=1 j=1
Siguiendo con la expresién 8, de acuerdo con la segunda parte donde se
obtienen las coordenadas §¢ y considando la manera en que se forma cada uno
de los y# de conjunto fundamental, podemos inferir que la condicién en la
€Xpresién- 10 para que se recupere el patrén y* de manera perfecta es que

72 5ad (13)

La desigualdad es estricta porque debe haber sélo un méximo para recuperacién
Perfecta del patrén y2, segin la expresion 8.
Aplicando la expresién 12 en 13 se obtienen las siguientes desigualdades:
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z“:f(x;‘):c;? > Zf(zf)z?
i=1

j=1
n

Ef(x;?‘)xg‘—z,f(zf)m? >0
j=1

j=1

(14)

Definamos ahora el conjunto T = {j | ¥ = 1}, donde llamaremos ¢ o
cardinalidad de T, y tomando en cuenta que no influyen en la suma los términeg
donde z7 = 0, la expresién anterior se reduce a:

1) - Y @) > 0
jer jeT
t—) f(z5)>0 )

JeT

Luego, es claro que —t < Z S (:z:_‘,9 ) £'t, ya que, de acuerdo con la definicién
j€T

4, sucede que f (:cJ’g y=16/f (:L'f ) = —1 y ademés existen t términos en
sumatoria.

Por otro lado, Z: f (9:_'.? ) # t, como se muestra a continuacion. Supongamos

j€T
que: Z f (:z:f ) =t, entonces:
€T

J(#)=1VjeT

o =1VjeT

2} =1Vjtalquez$ =1
x® < x® contradiccién.

Por tanto, —t < Z S (:Uf ) < t y la desigualdad 15 siempre se cumple si
JET
sélo si la recuperacién de y* es perfecta.
Finalmente, en virtud de que a y 8 se escogieron de manera arbitraria,
podemos concluir que es posible recuperar de manera perfecta el el conjunt

fundamental de M si y sélosiV a,8 € {1,2,.,m}ya#8la proposicion
<xPesfalsa. m

Corolario 4.2.1 Sez M una Lernmatriz y seas {(x*,y*) | p € {1,2,-»m}}

conjunto fundamental de M, con x* # 0 Vu € {1,2,..,p}. SiJ a € {1,2,--4’}
de modo que x* € {(x*,y*) | p€ {L,2,..,m}} con 28 = 1 Vi € {1, 2"
entonces no es posible recuperar de manera perfecta el conjunto fundamentdl de

M.

Demostracién. Dado que x* es un patrén del conjunto fundamental
M cuyas entradas son sélo unos, es decir z = 1 Vi € {1,2,..,11}, entonc®

X < x*, Vi€ {1,2,.,p} y p# o, de acuerdo con la definicién 4.2. Dado 9
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existen o, p € {1,2, :P} tales que u # a y x* < x*, al aplicar el teorema 4.2 se
demuestra de manera inmediata que no es posible recuperar de manera perfecta
todo el conjunto fundamental de la Lernmatrix M. =

5. Conclusibnes y trabajo futuro.

En el presente trabajo se ha planteado una forma alternativa de representar
]a Lernmatrix de Steinbuch, asi como las demostraciones de un lema, un teo-
rema y un corolario que describen las condiciones necesarias y suficientes para
que la Lernmatrix de Steinbuch recupere de manera perfecta todo su conjunto
fundamental.

Es preciso enfatizar que este tipo de estudio se ha realizado en este articulo
por primera vez, desde la aparicion de la Lernmatrix en 1961.

La relevancia de los resultados presentados en este articulo nos permite afir-
mar que este trabajo abre caminos claros para quienes se interesen en realizar
investigaciones futuras sobre el tema, a saber:

s investigar algunas otras propiedades que pueda exhibir esta memoria aso-
ciativa

s las condiciones de respuesta ante ruido aditivo y sustractivo

s las condiciones bajo las cuales se da la saturacién al tener varios patrones
que formen parte de una misma clase

s la posible creacién de una nueva versién de la Lernmatrix, élla que no sélo
trabaje sobre patrones binarios, sino en el dominio de los mimeros enteros,
0 més aln, en los reales.

Los resultados de estas investigaciones podrfan dar paso a la creacién de
nuevas memorias asociativas que podrian facilitar la resolucién de algunos tipos
de problemas, principalmente en el 4rea de la clasificacién de patrones.
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